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Let m > 3 be an odd integer, and let Kfm) = Q(een*lm) be the cyclotomic 
field of the m-th roots of unity. Then s(Kfm)) (the “stufe” of J?), that is to say, 
the smallest number of squares necessary to represent -1 in I?“)) is equal to 2 
or to 4 depending on whether the multiplicative order of 2 modulo m is even 
or odd. 
Dans un article recent [J. Number Theory 2 (1970), 271-2721, 
P. et S. Chowla ont montre que si p est un nombre premier congru a 
7 modulo 8, alors s(Q(e2”il”)) = 4. Leur demonstration peut &tre consi- 
der&e comme application a K = Q((-p)li2) et L = Q(eZT*/p) du resultat 
general suivant : 
PROPOSITION 1. Soit K un corps tel que s(K) = 4; alors, si L est une 
extension galoisienne de degrP impair de K, on a encore s(L) = 4. 
Dkmontrons cette proposition. Soit G le groupe de Galois de L/K. 
Adjoignons a K et L un Clement i = (-l)li2: l’extension L(i)/K(i) est 
encore galoisienne, de groupe de Galois G. Raisonnons alors par l’absurde 
et supposons s(L) = 2; on a done -1 = x2 + y2 dans L, et -1 est la 
norme de I’ClCment x + iy dans l’extension quadratique L(i)/L. D’autre 
part, comme L/K est de degre impair, on a 
- 1 = n (x2 + yz)” = fl (x” + iy”)(x” - iy”). 
OGG UEG 
(1) 
Posons no& (x” + iy”) = u + iv, avec u et ?I EL; dans ces conditions, 
on voit sans peine, d’abord que u + iv est invariant par I’action de G 
sur L(i), ce qui implique que u + iv est dans K(i); et ensuite que, pour tout 
0 E G, x0 et y” sont invariants par l’action sur L(i) du groupe de Galois de 
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l’extension quadratique L@)/L; il en rtsulte que noEG (x0 - iyU) = u - iu 
et que u et z, sont dans K. L’tgalitC (1) devient ainsi 
-1 = (U + iv)@ - iv) = U2 + IJ2, (2) 
avec u et o E K: contradiction, puisque par hypothbse s(K) = 4; la 
Proposition 1 est ainsi demontree. 
Cette proposition va nous permettre de determiner la “Stufe” s(K(“)) du 
corps cyclotomique K(“) = Q(e2+“) pour tout entier impair m >, 3 
(si m est congru a 0 modulo 4, s(K(“‘) = 1; si m est congru a 2 modulo 4, 
Ktm) = Ktmj2); le cas oh m est pair ne pose done aucun probleme.) Cette 
determination est contenue dans le thtoreme suivant. 
THGORBME 1. Soit m > 3 un entier impair, et soit f l’ordre multiplicatif 
de 2 modulo m, c’est-a-dire le plus petit exposant positif h tel que 2h soit 
congru d 1 modulo m. Alors s(K’“)) = 2 si f est pair, et s(K(“)) = 4 si f est 
impair. 
La demonstration du ThCorbme 1 repose sur trois lemmes. 
LEMME 1. Soient Fun corps de nombres algebriques et n un entierpositif. 
Pour que s(F) < n, il faut et il su$it que F soit totalement imaginaire, et que, 
pour tout ideal premier !j3 de F, le comple’te’ ‘!$I-adique Fg de F satisfasse h 
WQ) d n. 
Ce lemme resulte de l’application du Theo&me de Hasse-Minkowski a 
la forme quadratique X,,” + XI2 + ..a + Xn2. 
LEMME 2. Si E est une extension quadratique de Q2, on a s(E) = 2, 
sauf si E = Q2((- l)‘/“), auquel cas s(E) = 1. 
On sait en effet que le groupe Q2*/(Q2*)” est d’ordre 8, et que les nombres 
1, 3, 5, 7, 2, 6, 10, et 14, ou encore les nombres 1, -1, -3, -5, -2, -6, 
-10, et -14, en forment un systeme de representants; il existe done 
exactement sept extensions quadratiques de Q2 (explicitement: Qz((- l)l/“), 
Q2((-3)1/2),..., Qz((-14)l/2)), et il suffit de les examiner directement une 
par une. 
LEMME 3. Soit L une extension abe’lienne de Q2. Si [L : Q2] est impair, 
s(L) = 4; si au contruire [L : Q2] est pair, s(L) = 1 ou 2. 
La premiere assertion rtsulte de la Proposition 1, et du fait bien connu 
que s(QJ = 4. Prouvons la seconde assertion: puisque L/Q2 est de degre 
pair, il existe un corps intermediaire E tel que E/Q2 soit quadratique; 
d’apres le Lemme 2, s(E) = 1 ou 2; a fortiori, s(L) = 1 ou 2. C.Q.F.D. 
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Passons alors a la demonstration du Thtoreme 1. Comme K(“) est 
totalement imaginaire et que, pour tout p premier impair, s(Q,) < 2, le 
Lemme 1 montre qu’il suffit de prouver que, pour tout ideal premier ‘$I 
de K(m) divisant 2, on a s(K,$~‘) = 2 ou 4 selon que f est pair ou impair: 
mais ceci resulte du Lemme 3, car il est bien connu que f est precidment 
le degre de K&“‘/Q, . 
Quelques remarques pour terminer. 
1. Si m est un nombre premier congru B 7 modulo 8, on retrouve le 
resultat de P. et S. Chowla cite plus haut, car I’ordre f de 2 module m est 
alors impair (2 est un carrt modulo m, et le groupe des car& modulo m 
est d’ordre (nz - I)/2 impair.) 
2. Si m est divisible par un nombre premier congru a 3 ou 5 modulo 8, 
on voit de m&me que s@(m)) < 2; on retrouve ainsi un resultat de 
S. Chowla [.I. Number Theory 1 (1969), 208-2091. 
3. Si m est congru a 1 modulo 8, on peut avoir s(K(“)) = 2 (exemple: 
m = 17, f = 8) et aussi s(K(“)) = 4 (exemple: m = 73, f = 9.) 
